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1. FUNCION EXPONENCIAL

1.1. Definicion

=27 . La funcion definida por f(x)=b"donde >0, %1, y el exponente x es cualquier

2452 o

0
X9 =7

numero real, se llama funcién exponencial con base b.

Importante: no confundir la funcion exponencial con la funcidon potencia. Por ejemplo,

no es lo mismo la funcién exponencial y=2" que la funcién potencia Y=X", en ésta

ultima la base es variable y el exponente es constante.

1.2. Grafico
Para comprender el grafico de una funcion exponencial, utilizaremos una tabla de

valores para ubicar inicialmente algunos puntos. Este procedimiento es sdélo para
explicar la forma de la funcién, por lo que en los ejercicios siguientes omitiremos esta
tabla y partiremos del grafico base con sus caracteristicas mas importantes.

Teniendo en cuenta la definicién, debemos considerar que los valores de la base
deben ser estrictamente positivos y distintos de 1. Tomaremos como ejemplo b=2,

b=3, b=1/2.
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FIGURA 1. Funciones exponenciales para b=2, b=3, b=1/2.
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En la figura anterior podemos ver la forma general de estas funciones. Intuitivamente,

podemos notar que todas tienen un punto en comun en (0,1) (punto en verde).

Ademas, vemos que ninguna de las graficas pasa por debajo del eje x, y notamos que

tiene una forma curvada, que depende del valor de la base.

Resumimos estas caracteristicas formalmente:

v
v

Todas estas graficas pasan por el punto (0,1) porque B =1 paratodo b #0.

Si 0<b <1, entonces la funcién se aproxima a 0 cuando x se hace grande. El
grafico desciende de izquierda a derecha.

Si b>1, entonces la funcién se aproxima a 0 cuando x disminuye pasando a
valores negativos. El gréafico asciende de izquierda a derecha.

Para cualquier valor posible de la base, la funcion esta definida para cualquier
valor real, por lo tanto Dom f(x)=R.

La
Img f(x)=(0,+0).

funcion toma todos los valores posibles positivos, es decir
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Generalmente, el caso b=1 no es considerado como funciéon exponencial, ya que se
obtiene la funcion constante.

En resumen, el gréafico de la funcion exponencial dependera del valor de la base, y
tendra la forma indicada en la figura 2.

FIGURA 2. Forma general de las funciones exponenciales.

A v A y
(0,1) (0.1)
> X > X
y=b", b>1 y=b*, 0<b<1

1.3. Reglas de los exponentes

Cuando se trabaja con funciones exponenciales puede ser necesario aplicar las reglas
de los exponentes. Estas reglas se presentan a continuacién, en ellas m y n son

numeros reales y a 'y b son positivos.

1 am 'al’l — am+n 2' %: am—n
a
3 (am )n =g"" 4. (ab)n =a"p"
n n
5. (%] =Z—n 6.4 =a
0 -n 1
7 a :1 8 a = —
an

Algunas funciones que no parecen tener la forma exponencial a’ pueden ponerse en

esa forma aplicando las reglas anteriores.

Ejemplo 1: Expresar, si es posible, una forma simplificada como funcion

7

exponencial para las siguientes expresiones:
3x
_ 2
a2 b3 Z
42X
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a) En este caso, utilizamos la propiedad 8 para reescribir la potencia negativa, y luego

la propiedad 5:

b) Utilizando la propiedad 3:

c) Utilizando las propiedades 5y 3:
3 X
> (2] s Ty
42x (42 )x 16x 16 2

1.4. Transformaciones de funciones exponenciales

Para graficar funciones exponenciales que incluyen transformaciones, utilizamos los

conceptos detallados en la primera parte de esta unidad.

yd Ejemplo 2: Trazar la grafica de la funcion y =4—2" y determinar dominio

e iImagen.

Debemos identificar cual es la funcién base para efectuar las transformaciones. Si nos
enfocamos en el valor mas cercano a la ubicacién de la x, vemos que es el numero 2.

Por lo tanto elegimos la funcién exponencial de base 2. Primero reflejamos la grafica

de y=2" respecto al eje x para obtener la grafica de y=-2". A continuacion

desplazamos la grafica de y =—2", 4 unidades hacia arriba para obtener la funcion

buscada. El dominio es R y la imagen es (-, 4).
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FIGURA 3. Funcién exponencial con transformaciones (ejemplo 2).
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1.5. Funcioén exponencial natural

Esta funcidon se define para el caso particular que la base es el numero irracional e.
Como aproximacion podemos indicar:

e~2.71828

Debido a que este valor se encuentra entre los enteros 2 y 3, su grafica también se

ubica entre las de 2* y 3" . Mas adelante veremos la importancia de esta funcion.

2. FUNCION LOGARITMICA

2.1. Definicion
El concepto de funcién logaritmica esta muy relacionado con la funcién exponencial.

Cuando en una expresion como y =7x+5 queremos "despejar” la x, aplicamos una

operacion que "cancele" la suma y luego la multiplicacién, es decir que restamos 5 y
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dividimos por 7 a cada lado. Este procedimiento se conoce como calculo de la funcién
inversa. Para el caso de una funcion exponencial de la forma y =5" , no conocemos

hasta ahora la operacion que cancele el calculo asociado a esta expresion. Asi surge
la necesidad de especificar la funcién logaritmica, como inversa de la exponencial de

acuerdo a la siguiente definicion.

w2y o
“o:+ La funcién logaritmica de base b, con b>0 y b#1, se denota por log, y

X9 =7

se define como  y=log, (x) si y sélo si b” =x

El dominio de logb(x) es el conjunto de todos los numeros reales positivos y la imagen
es el conjunto de todos los numeros reales. Al valor x se lo llama argumento del
logaritmo.

Cuando decimos que y es el logaritmo base b de x, queremos decir que b elevado a la

potencia y es igual a x. Entonces, logb(x)es la potencia a la cual se debe elevar b

para obtener x. Por ejemplo,

log,8=3 porque 23=8

Ejemplo 3: Conversion entre forma exponencial y logaritmica
g/ém'/

a) Conversion de forma exponencial a logaritmica
Forma exponencial Forma logaritmica
a) Como 62 -36 se concluye que 10g636 =2

b) Como 216 se concluye que log216 =4

¢) Como 70 —1 se concluye que 10g71 =0

b) Conversion de forma logaritmica a exponencial

Forma logaritmica Forma exponencial
a) 10810100 =2 significa 102 =100
b) I 7 1 significa 1
) 108497 =7 492 =49 =7
1 significa 5 1
c) log,—=-5 =—
Vo855 32
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2.2. Grafico

De forma similar a la funcidon exponencial, presentaremos el grafico a partir de una
tabla de valores. Sin embargo, para este caso puede ser dificil sustituir valores de x y
después encontrar los correspondientes valores de y. Una forma mas sencilla para
trazar puntos es utilizar la forma exponencial equivalente, entonces seleccionamos
valores de y y encontramos los correspondientes valores de x. Elegimos como ejemplo
b=2y b=1/2.

FIGURA 4. Funciones logaritmicas para b=2, b=1/2.
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En la figura anterior podemos ver la forma general de estas funciones. Intuitivamente,
podemos notar que tienen un punto en comun en (1,0) (punto en verde). Ademas,
vemos que ninguna de las graficas pasa hacia la izquierda del eje y, y notamos que
tiene una forma curvada, que depende del valor de la base.

Resumimos estas caracteristicas formalmente:

v El dominio de una funcién logaritmica es el intervalo (0,) (todos los reales

positivos). No existe logaritmo de nimeros negativos ni del cero.

v' Laimagen son todos los reales.

v' El logaritmo de 1 es 0 en cualquier base posible, que corresponde a la
interseccién con el eje x en el punto (1,0).

v' Si b>1, la gréfica asciende de izquierda a derecha. Cuando x se acerca a 0, los
valores de la funcion disminuyen rapidamente y el grafico se acerca cada vez

mas al eje y, sin llegar a intersectarlo.
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v Si 0<b<1, la grafica desciende de izquierda a derecha. Cuando x se acerca a 0,

los valores de la funcion aumentan rapidamente y el grafico se acerca cada vez
mas al eje y, sin llegar a intersectarlo.
En resumen, el grafico de la funcion logaritmica dependera del valor de la base, y
tendra la forma indicada en la figura 5.

FIGURA 5. Forma general de las funciones logaritmicas.

Ay ry
- (1,0)
1.0) m o
y=logy (x)
y=log,(x), b>1 }><,O<b<l

Los logaritmos de base 10 son llamados logaritmos comunes. En la notacién se

omite el subindice 10:
log(x) significa log,,(x)
Los logaritmos de base e también son importantes en célculo y se conocen como

logaritmos naturales. Se usa la notacion "In":

In(x) significa log ()

2.3. Calculo de logaritmos
Para calcular logaritmos manualmente debemos recurrir a la forma exponencial

equivalente.

Ejemplo 4: Calcular los siguientes logaritmos:
e i)log(1000) ii) In(1) iii)log(0,01) iv) ln(e4) v) log,(5)

i) La base es 10. Queremos encontrar el exponente al cual se debe elevar 10 para
obtener 1000. Como 10° =1000, entonces log(1000)=3.

b) La base es e. Como &= 1, entonces In(1)=0.

c) La base es 10. Como 0.01= % =1072, entonces log(0.01)=-2.

d) La base es e. Como ¢* =¢*, entonces ln(e4) =4,
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e) La base es 25. Como 52 =25=252 =5, entonces log,(5) = %

2.4. Propiedades de los logaritmos
Las siguientes propiedades son validas para b>0, a>0 y siempre que el logaritmo esté

definido.

1. log, (mn) = log, (m) +log, (n) 2. log, (%} =log, (m)—log, (n)
3. log, (m")=r-log, (m) 4. log, (ij =—log, (m)
m
5.log,()=0 6.log, (b) =1
7.log, (b")=r 8. b0 (M — py
log ,(m)
9.log, (m)=—+* : Formula de cambio de base

log (D)

7 Ejemplo 5: Expresar en términos de log(x) los siguientes logaritmos:

i) log (lj ii)log (I—QJ
X X

) log [% =log(x")=—-log(x) (Propiedad 3)
X

Ejomn-

i) log (%) - 10g(10)—10g(x2) —1-2log(x) (sélosix>0) (Propiedades 2,6y 3)
X

Ejemplo 6: Escribir 3/n(5)+ n(2)—In(6)—2I/n(8) como un sdlo logaritmo.
g/em»/

3In(5) +In(2) - In(6) — 2In(8) = In(5*) + In(2) — In(6) — In(8*) =
=In(5>) +In(2) = [In(6) + In(8*)] = In(5> - 2) — n(6-8%) = In(125-2) — In(6 - 64) = In (%)

7 Ejemplo 7: Utilizar una calculadora para evaluar log,(2).

Las calculadoras comunes tienen teclas para logaritmos comunes y naturales.
Podemos utilizar la formula de cambio de base para obtener logaritmos en otras

bases. Por ejemplo, cambiando a logaritmos comunes:
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log(2)
log (2) = g5 0.4307

Si elegimos cualquier otra base para hacer el cambio, obtenemos el mismo resultado.

2.5. Ecuaciones logaritmicas y exponenciales

Para resolver estas ecuaciones, tendremos en cuenta las propiedades anteriores, las

reglas de los exponentes, y las siguientes:

Regla de igualdad de argumentos: Si log, (m) =log, (n), entonces m=n.

Regla de igualdad de exponentes: Si b"' =b" | entonces m=n.

Ejemplo 8: Resolver

s D) logy(x)=2 i) In(x+2)=4 i) log (64)=2 iv) & =5.

i) Escribiendo en forma exponencial tenemos: 3% = x entonces x=9.
ii) La forma exponencial es et =x+2 , entonces x = et -2

iii) En forma exponencial x> =64 , entonces x =8. (No puede ser el valor negativo)

in(s)
3

iv) La forma logaritmica es /n(5) =3x, entonces x =

g/m,/ Ejemplo 9: Resolver (16)* =4°**

Como 16 :42, podemos expresar ambos lados de la ecuacién como potencias de 4.

(16))6'—1 :43X+5 = (42))6—1 — 43)C+5 = (4)2)6—2 :43x+5
Por la propiedad de igualdad de exponentes,

2x—2=3x4+5 = 2x-3x=5+42 = —x=7 = x=-7.

Giom- /| Ejemplo 10: Resolver 3+ (2)6x+1 =19

Es conveniente separar el término que contiene a la x, es decir 6**' en un lado de la
ecuacion:

3+(2)6" =19 = (2)6" =16 = 6" =%=8
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la exponencial para completar el despeje. Es importante notar que esto se hace en
ambos lados de la expresion.

log6(6x+1)=log6(8) = x+1=log,(8) = x=log,(8)-1

2= @) 12 0.160558
In(6)

-~ 7 Ejemplo 11: Resolver log,(x) =7—log,(x +28)

En primer lugar debemos notar que debe verificarse x>0 y x+28>0 para que los
logaritmos estén definidos. Ambas condiciones se cumplen si x > 0. Para resolver la
ecuacion, primero colocamos todos los logaritmos en un miembro de modo que

podamos aplicar la propiedad 1:
log, (x)+log,(x+28) =7 = log, [x(x+ 28)] =7
Ahora pasamos a la forma exponencial:

x(x+28)=2" = x*+28x=128

x? +28x—128=0 (ecuacion cuadratica)
(x—4)(x+32)=0
x=4 6 x=-32

Como debe ser x > 0, la Unica solucién validaes x =4 .

. 7 Ejemplo 12: Resolver log, ,(x+1) =log, (x—1)+1

En este caso debe ser x+1>0 y x—1>0, es decir x>1. Colocamos todos los

logaritmos en un mismo miembro y los combinamos:

x+1
log,,(x+1)—log, ;(x-1)=1 = log, , [;jzl
Pasamos a la forma exponencial:
1
x—”:(lj S DL P T AP
x—1 3 3 3 3

Como debe ser x>1, la ecuacion no tiene solucion.
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